® En los triangulos isdsceles, la altura sobre la base
coincide con la bisectriz, la mediana vy la mediatriz. Enjis
Si es equilitero, la altura sobre cada lado coincide iiig
con las restantes rectas notables. tf d
® En todo triangulo se cumple (fig. 26): BDA;
. ley de loo seneos . Loy de loo ceoeneo ;11
se: =i se: 7 = seg = = 2R a‘= b*+ c®~ 2bc cos a Resc
donde R es el radic de la b¥= a?+ c*~ 2ac cos i E
circunferencia circunscrita cz= ¢z+ bz- 2ab cos » E
al triangulo. 27
En particular el tridngulo es rectangulo si y solo si
a’= b2+ ! (Fesrema de Pusgorac) (fig. 27) £
& T
C
- & C
C
A 3 B C
Fig. 26 Fig.27 .
[(Esempic 2 ° .
En la figura 28 se tiene: c
AC bisectriz del « DAB ”
< DEB = 110° : S
< ADE = 70°
< CBA = 60° A E [y .
halla <« ACB Fig. 28

Resoluciun

En e
“n el 4 ADE se t:iene:
. C(fig
<« DEB = « EDA + « DAE Por angulo exterior de un tridn-
gulo. A BC
= =] A
<« DAE <« DER <« ED £ AC
< DAE = 110°- 70° = 40°
Prus
< CAB = = DgE = 20° por eser AC bisectriz del £ DAB
luego en el A& ABC tenemos que: Resc
< ACB = 18B0°- (£ CBA + < CAB)  por suma de angulos in- t
teriores de un tridngule E

< ACB 180°- (60°+ 20°) = 100° s
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Ejemplo 3 ]

En el A ABC isdsceles de base AB

(fig. 29) se tiene:

AC = 10 cm

BD = 4,0 cm

< ACB = 2g,8°

Halla €D y « cDB A p Fig.

Resolucisn

En el A ABC isésceles de base AB se tiene:
BE=AC=10cm y a= F]
? + < ACB = 180° por suma de Angulos interiocres

o (=] 0~
4 < 180 £ ACB _ 180 229,9 = 75,6°

En el“A BCD se tiene:
o= BD*+ BC™- 2BC+BD cos rn ley de los cosencs
4*+ 10°- 2.4.10 cos 75,4°
16 + 100 - 80:0,249
116 - 19,9
96,1
€h = 9,8 cm
Aplicando ley de los senos se tiene:
Sen 2 TDB % e

sen < CDp = BC Sen # _ 10 sen 75,6° - 10 © 0,949

&b - '
= 00,9888

entonces « CDB = 81,4% 81°

| Ejemplo 4 |

En el A ABC rectingulo en B

(fig. 30) se tiene:

A BCD isésceles de base BC

< ACB = 40°.

Prusba que: BD es mediana so-
bre el lado AC.

Resolucisn
Hay que probar que AD = BC
En el A ABC rectingulo en B tenemos:




©®  por Angulos agudos de un tridngulo

<« BAC + « ACB = 90
b rect &ngulo

< BAC + 40°= 90 por datos

« BAC = 50
£ ABD + « DBC = « ABC por suma de angulos

(=]

Como el A BCD es isésceles de base BC entonces:
<« DBC = « ACB = 40

o

ahora « ABD + « DBC = 90° por ser el A ABC rectangu-—

Lo en B
o

< ABD + 40°= 90
< 6BD = S0

luego en el A ABD se tiene que:

o

AD = DB por ser lados que se oponen a &ngulos
iguales en un tridngulo.

como DE = DC por ser el A BCD iebsceles de base Bac
por tanto AD = DC como se queria. g
CUADRI LATEROS

Al igual que en laos triangulos los cuadrilidteros con-—
vexos tambi4n tien=n su clasificacién, pero, en este caso
atendiendo al paralelismo de sus lados.

Estos cuadriliteras se clasifican en: nawlelogrameo
Lanecioo y anegoides
® Los paralelogramos (fig. 31) cumplen:

- sus lados opuestos son para-

o Cc
lelos e iguales,
- sus angulos opuestos son  1-
0 guales y los consecutivos
suman 180°,
A B - las diagonales se cortan en
Fig.31 su punto medio.

Dentro de los paralelogramos existen casos especiales

que son:
® Rectangulo (fig. 32)

P

A

- sus cuatro angulos son
rectos,

- sus diagonales son

iguales.




® Rombo (fig. 33
-~ sus cuatro lados son
iguales,
- sus diagonales son per-—
pendiculares y bisecan
los anqulos de donde

parten.

C Fig. 33
El cuadrade es un paralelogramo que es a la vezr rectan-—

gulo y rombo.

® Los trapecios (fig. 34) P
son los cuadrilateros con-— Ayl
: AP \\CD
vexos que tienen al menos
un par de lados paralelos
A 8

que se denominan bases.

Fig. 34

Los trapezoides (fig. 35)

<
son los cuadrildteros con- ")
vexos que no tienen nin-
gdn par de lados paralelos
A B

Fig. 33

Sea ABCD (fig. 38) un parale-
logramo. DE es bisectriz del
£ ADC y E punto medio de AB.
Prueba que:

CE es bisectriz del « DCB

Fig. 36
Resolucién
Para probar qua CE es bisectriz del « DCB bhasta con
probar que a = 3 (fig. 3&)

L1 = ¢ 2 por alternos entre AE || cD y DK secante-




1 = £ 3 por ser DE bimectriz del « ADC

luego « 2 = . 3

por lo que A ADE es is&sceles de base DE entonces

AD
perao AD = BC
AE = BE
luego BC = BE
por lo que A

B =< 4
pero a = « 4

| Ejemplo & |

En la figura 37 ABCD es un rectingulo y ANCM es un

Si £ NCB = 30° y NB = 6,0 cm
a) Calcula las amplitudes de

los adngulos interiores del
rombo.

b) Calcula el perimetro de
ANCM y el Area de ABCD.

Resoluciasn

= AE

por lados opuestos de un paralelogramo.

por ser K punto medio de AN,
BCE es isdsceles de base EC de aqui que:

por alternos entre AR ” CD y CE secante .

por lo tante a = 3 como se queria.

rombo.

P M [

A N -]

Fig. 37

El A BCN &s rectangulo en B por ser el ¢ BCN un Angulo

del rectangulo ABCD luego:
a) « BNC + < NCB = 90°

(=]

£ BNC + 30°
« BNC

"

90
60

(=]

< ANC + 2 BNC = 180°  por
< ANC + 60° = 180°
< ANC = 120°

luego <« AMC = « ANC = 120°

£ MAN + < ANC = 180°

por suma de los Angulo agudos de
un tridngulo recténgulo.

&ngulos adyacentes -

por &ngulos opuestos de un
rombo,

por ser Angulos conmecutivos de

un rombo,

< MAN + 120°= 180°
£ MAN = £0°

luego <« MCN = . MAN = &0°

por Angulos opuestos de un
rombo




b) Para hallar el Perimetro del rombo ANCM basta coan ha-
llar uno de sus lados y multiplicar por cuatro (punto
Z4 del Memento).
En el A BCN tenemos:
NB &

= 6
CN = = - S — = 12
sen <« NCB sen 30° 0,3

ancu~ 3°CN = 4.12 = 4g 7 Pancm= 48 ca

Para hallar el érea del rectangulo ABCD debemos hallar

luego p

la longitud de dos 1lados ctonsecutivos (punto 25 del Me-
menta),
AB AN + NB pPor suma de segmentos.

12 + 6 = 18 cm

¥ CN%- NB* por tecerma de Pitdgoras.
v 12%- ¢ = v 184 - 34 = 7 108 = 10, 39

B . _ . . =1,9.10% 2
luego AA.CD— AB-TP = 18:10,39 = 187,02 ’ A‘.cb . ct.n

ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCI A

El angulo que tiene su vértice en el centro de la cir-
cunferencia se llama dngule central (fig. 38) y el angulo
que tiene su vértice en la circunferencia Y los lados 1a
intersecan en otros dos puntos se l1lama aAngule hocrite en
la circunferencia.
® lLa amplitud de todo angulo inscrito es igual a la mitad

del angulo central (arco) que le corresponde (fig. 39)
D

A

A B

of: ANSULD CENTRAL
P AN6ULO INeCRTO

Fig. 38




® Todo angulo central o inscrito en una circunferencia de—
termina un arco y,por tanto, una cuerda, luego si dos an

gulos centrales o inscritos son iguales las cuerdas

En 1l
correspondientes también lo son y viceversa (fig.39 y 40)
esta
® Si un 4ngulo estd inscrito en un diametro (la mayor de
cunf
todas las cuerdas) este angulo mide 90° (fig. 41).
«
C
calc
Q Resi
‘ b
lea X cop == g
A =6 AD : DIAMETRO
AB =2b ¥=9%°
Fig. 40 Fig. 41 [j
[ Ejemplo 7 | B En
cur
En la figura 42 las cuerdas
o) ° pr
AB y BC son iguales, AB = @8 i
~
Calcula AC.
C
Fig. 42
Resolucién
”~ ~ o
BC = AB = 98 por ser las cuerdas AB y BC iguales.
”~
A’B + l?c + AC = 360° POrque eetoe Garcos euman una cir-

cunferencia completa-

~\

98°+ 98°+ AC = 360°
= o °
ac = 360°- 196
L) o
AC = 164 a



[ Ejemplo 8 ]
En la figura 43 el « ACB

esta inscrito en la cir-

cunferencia de centro 0O
< ACB = 35°

OB 1 AC A
calcula < OAD B
Fig. 43
Resolucién

£ ACB = £ gDB por relacidn entre Angule central

inecrito,

<« AOB = 2.« ACB
< AOB = 2.35°
£ ADB = 70°

Como OB L AC el A OAD es rectangulo en D, luego

< AOB + < OAD = 90° por sumo de dngulos agudos de
un tridngulo rectdngulo.
70° + 2 0AD = 90°

(-]

< 0AD = 20 -

{ Ejemplo 9 |

En la figura 44 las rectas AQ y BQ son tangentes a la cir-

~ ~
cunferencia de centro O en los puntos A y B. Si AC = CB,
prueba que: AQ = BQ

Fig. 44

Resolucidn

0A o ﬁﬁ} porque toda tangente es perpendicular al radio

en el punteo de tangencia,

OB . B@

87




luego los triangulos 0OGA y 00B son rectangulos en A y B
respectivamente.

a =g por ser Angulos centrales que tienen arcos
tguales. ’

entonces AQ = 08 sen a (punto 28 del Mementa)

BQ = 0@ sen 3
pero como a = 3 entonces sen a = sen (3, por tanto, AQ = BQ
como se queria. .

Otra via para resolver el ejemplo anterior es utilizan-
do la igualdad de triangulos que trataremos en el siguien—

te epigrafe.
Ejercicios (epigrafe 7)

1. Si « AOC = « BOD (fig. 45). Prueba que: a = 3

Fig. 45

2. En un par de angulos adyacentes, uno tiene cincao veces

la amplitud del otro. Indica cuanto mide cada uno.

3. Calcula la amplitud de 1los

angulos de la figura 46 sa-

4x 2K
biendo que O es origen co-
mun de las tres semirrec- 3%
tas dadas.
Fig. 46
4. En la figura 47, si:
(=]
PO p=3228°  cua
® a, 3, ¥ v 8
Fig.47

S. De
tr

to
ad
vél
alf
ha:
S1
7. Dac
fid

pl;

8. En




Demuestra que si dos angulos son adyacentes, sus bisec—

trices son perpendiculares.

En la figura 48, determina
todos los pares de 4angulos
adyacentes, opuestos por el
vértice, correspondientes,
alternos y conjugados que
hay y calcula sus amplitudes

q _ )
sis « 3 = 60 Fig. 48

Dada la amplitud del angulo doblemente marcado en 1la
figura 49, donde AB || CD y MN secante. Calcula las am-

plitudes de los restantes angulos sefial ados.

Fig. 49
8. En la figura S0, AB |[I DE, CB Il F6 y <« B = 45°. Calcula:

ay Iy v, ©

Fig. SO
9, Si AB || CD figura 51, AE: bisectriz del « BAD y
< ADC = 40°. Halla a




