
o  E n  l o s  t r i á n g u l o s  i s ó s c e l e s ,  l a  ¡ l t u r a  s o b r e  l e  b a g e

c o i n c i d e  c o n  l a  b i s e c t r i z ,  l a  m e d i a n a  y  l a  ¡ n c d i a t r i z .

S i  e s  e q u i l á t e r o ,  l ¡  a l t u r ¡  s o b r e  c a d ¡  l ¡ d o  c o i n c i d e

c o n  l a s  r e ¡ t a n t e E  r c c t e s  n o t a b l r s .

o  E n  t o d o  t r i á n g u l o  s c  c u n p l r  ( f i g .  2 6 l z

I E J

E n e

(  f l g

A C .

E D '
¿ A C

H¡ f ¡

Resc

E

E
2 ( 1

I

E
E n e

(  f l q

A B (

¿ A (

Pr¡¡

R¡¡c

I

E

14) d2 lso aetva

a  =  b  = - - L - 2 ¡
sen a sen ¡? sen Z

d o n d e  R  r s  e l  r r d i o  d e  l r

c i r c u n f e r e n c i a  c i r c u n ¡ c r i t ¡

e l  t r i l n g u l o .

E n  p e r t i  c u l  r r
2  . a  a

¡ = D + C

üA.l)\tA

at- ha cog 
".

bl= ¿2* .'- z.a coa tt

. t-  
""* 

bl- 2¡b cor r

a l  t r i á n g u l o  e s  r l c t á n g u l o  r i  y  s o l o  ¡ i

(7..,'i¿.¡uo ü 2tApaaa) (f iq. 271
E

c
e
e
e
E
E
F

F ¡ 9 .  ? 6

fE-r'..¡.'pl;-zl
E n  l ¡  f  l g r - r r  2 8  s c  t l c r P ¡

A C  b l s e c t r t z  d c l  ¿  D A B

z  D € B  -  l l O o

¿ )iDE - 7Oo

¿  C B A .  6 O o  ¡

l ¡ ¡ l l ¡  z  ACB

R c ¡ o l  u c  ¡ . J n

F i g . 2 7

E
F i S .  2 8

br . .c t r r r  d . t  Z  DAI

por .umc dr ártgutor i '  n-

t . r ! o r . .  d a  u n  t r i á ñ g s [ o

I

l n  e l  ¿  A D E  5 e  t ¡ e ñ e :

z DEB = ¿ EDA + Z DAE ror  ánguLo .xt . r tor  do qn t r ián-

9 v l  o

z O A E = z D E B - ¿ E D A

¿  D A E  =  ¡  ¡ r r o -  7 O o  =  4 O o

¿ cAB = t oT = ?o" Por . ' ¡  ac

luego en  e I  A  ABC tenemos que:

z  ACB = t8 r )o -  t¿  CBA +  ¿  CAÉ)

¿ At lB  =  18oo-  (6o0+ 2oo)  =  looo

ao



o

En el A ABC Lsósceles de b¡se Ag
(f lg .  ?9)  se t lene¡
I d . l O c m

ÉD '  ¿,g 
"n.

¿ ACB ! ¿9, go

H¡lla dD y z CDB A
Resol  uc ión

En el  A ABC isósceles de base AT se t icne¡
E E = A T = l o c m

2 0 + ¿ A C B = l g q o
Y  a = r ,

por aqtnc do ánguLor ihtorüor..

n = 18oo- ¿ AcB = lBoo- zgrgo _ 7 ' róo
En  e l ;A  BCD se  t i ene :
CDt= EDo* Éd- zEE.ED' coz B roy dr ro¡ eo¡ono¡
#=  4 '+  l o2 -  Z ,4 . lO  co ¡  z ' t 6o
EjD¿= ló + loo -  Bo.or249
dD¿=  t l ó  -  19 ,9

Ed=  9ó ,1

EE -  9 rB  cm

Apl icando ley de loc ¡Gnos sc t icne¡
E E _ _  m

G-¿TDF = 
G;r- lucao

san ¿ cDB = 
\f;rna 

- ro 
;:B 

z¡,¿' - ro 
;-t,e¿s

= Or9Bgg
lntoncss z CDB = g l f4og g lo 

t

En cl A ABC rccülngrrlo cn B
( f19.  3O) so ü lcn¡¡

A BCD lsóscclce dc b¡se Fe
¿ ACB ¡ a(to.

Prrrbr qrrrr ED o¡ Ddl¡n¡ so_
brc c l  l ¡do E. Fto. so

Rr¡ol ución

Hey que probar quc ñD - DE
En rl A ABC rrctóngulo cn B tcnroos¡

o

E I



¿ BAC + I  ACB =  g je  par  áñgu loe  ogudor  do  un  t r !ánguLo

r . c t  á h g u L o

I BAC + 4Oo= ?Oo por dctor

z BAC = 5Oo

¿ ABD + I DBC = ¿ ABC por sumc do ángutor

Como e I  A  BCD es  isósce les  de  base Éd en tonces :

z D B C = z A C B = 4 O o

ahora z ABD + z DBC = 9Oo Por . .r  ot A ¡¡c roctángu-
L o o n E

I  ABD + 4Oo= 9oo

z ABD = 5Oo

l u e g o  e n  e l  A  A B D  s e  t i e n e  q u e :

AD = DE Po¡ . .r  Lodor quo 
" 

oPomñ
i . g u c l . o r  . n  u ñ  ! r L á n g u L o .

como DE = De Por ..r .l A ÉcD i'¡ó¡coLo¡ do

po: -  tan to  ÁD =  DT como se  quer la '  I

CUADR.ILÍTEROS

A l  i g u a l  q u e  e n  l o s  t r i á n g u l o s  l o s  c u a d r i l á t e r o s  c o n -

v e x o s  t a m b i é n  t i e n e n  s u  C l a s i f i c a c i ó l r ,  p e r o r  e n  e s t e  c a s o

a t e n d i e n d o  a l  p a r a l e l i s m o  d e  s u s  l a d o s '

Estos cuadri láteros se clasif ican en: ra/1al1ls$ntf i 'o4

f/1o,ttodtó Y Üta.¡z,Pinzt

o  L o s  p a r a l e l o g r a m o s  ( f i g -

o c

F i g . 3 1

Dent ro  de  los  para le logramcls  c f i s ten  ca : ;os  espec ia les

I

o

c  ánguLoe

boa.  8c

que son:

o  Rec tángu lo  ( { i g .  32 )

- sus cuatro ángulos son

f , l  )  c u m p l e n :

- SLts lados opuestos son Para-

I e l o s  e  i g u a l e s t

-  sus  ángu los  opuestos  son r -

gua les  y  los  consecut i  vos

suman lgoo,

-  las  d iagona les  se  cor tan  en

s u  p u n t o  m e d i o .

A

F i g .  3 2

r e c t o g ,

-  sus  d iagona les

i  g u a l  e s .

5c¡n

82



o  Rombo  t { i q .  35 )
- sus cu¡tro lados son

i  gua l  es ,
-  sus d iagonales son per-

pend i cu l ¡ r r s  y  b i ¡ cc ¡n

los ángulos d¡r dond¡

par t rn.

El and'tad¿ eE un prrelr logr¡mo

gu lo  y  rombo.

quc

F i g . 3 3

eg a la  vez rectán-

o  Lo€  t r rp rc ios  { f i g .  54 )

¡on los cuadr i lá tero¡  con-

vrrxos quc tirnrn ¡l nenos

un par  d¡  l ¡do¡  pera le los

que Ee deno¡ninan begc¡.

i F t \ -

F is .  34

o  Lo r  t r ep rzo id ru  ( f i g .  35 )

son los cuadr i lá t r ro¡  con-

vexos quc no t icnrn n in-

gún p.r  dr  l rdo¡  prra lc lor

fEfempfo--fl

FtS.  35

Sc¡ AEGD (flg. 3O) ¡¡¡ prrrlo-

logrerc. E'e¡ bl¡cctrlz dcl

¿ AI¡C y E prnto rdl,o dr E

Prr.rbr qrrr

eE os bl¡rctrlz drl ¿ DCB

F i  c .

Resol ución

Pera probar

prober que

¿ l * ¿

56

qur EE rg bircctrlz del ¿ DCB b¡¡t¡

a = 0  ( f i g .  S ó )

2 por clt.rno. .ñtr. At I I oo v DE .occ¡nt..

B3



¿ | = ¿ 3 por ..r ;E bi..ct¡iz d.t Z aDc
l u e g o z 2 = ¿ 3

por  lo  qu€r  A  ADE es  isósce les  de  base DE entonccs

A D = A E
pero Ad = EE por lcdor opu..to. do un pcrcLotogrcrrc>.

ÁE = EE por ..r E pqhro modüo do Iñ_
I uego Ee = E'E
por  lo  que A BCE es  Ísósce les  de  base Ed de  aquf  que:

O - ¿ 4
pero d, = ¿ 4 por ctto¡no¡ .ntr. A¡ | | co y c¡ ..ccñt. .
po r  l o  t an to  a  =  ( l  como  se  que r f  ¡ ,  I

En l¡ flgura 3Z A8CD es un rccüángrrlo y AI{CX .s r.E¡ ro¡üo.
S t i N c B . 3 o o ¡ , f f i . 6 , o c n

a)  Ca lcu l ¡  les  e rp l l t r :des  dc

los  ángrüos  in to r lo re¡  dc l

ro¡üo.

b)  C¡ lcu la  e l  per f rE t ro  de

Al{Clf y el áre. de ABCD.

Fts .  gT

Reso l  uc i  ón

El  A  BCN es  rec tángu lo  en  B por  ¡e r  e l  I  BCN un ángu lo
de l  rec tángu lo  ABCD luego:

a¡ z BNC + Z NCB o 9Oo por .umq do Lo¡ ángulo cgudor do

z  E N C  +  5 O o =  9 o o  
u n  t r t á n g u l o  r o c t Á n g u t o '

z BNC = 600

z A N C + z B N C - l g 6 0

¿ ANc + óoo = lBoo

por ánguLor odyocontor

z ANC = l2oo
l u e g o z A l l C = ¿ A N C = l Z O o por  ánguLor  opuaatoa  do  un

r o m b o ,

z l ' l A N + Z A N C = l B O o

¿ l'lAN + 12Oo= lBOo

¿ ltAN = óOo

Luego z llCN = ¿ l,tAN = éOo por ánguLor opuaatoa do un
ronbo
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b) Para hal lar  e l  per fmetro del  ronbo ANCtt  basta con ha-l l a r  uno  de  sus  l ados  y  mu l t i p l i ca r  po r  cua t ro  (pun to
?4 del l ' lernentol .
En el A BCN tenenos:

Eiú= ÑE _  6="FI-¡66.= --= = a* = r?
s e n  S O -  v r g

luego p^*"r= 4.8ñ = 4.12 = 48 ;  
p^" . r= 49 corPera hal lar  e l  área del  rectángulo ABCD debe,n. .  h¡ l r r rla  longi tud de dos l ¡dos consecut ivos (punto 25 dol  ñr_nento),

ñE = Añi + ffi por .qrn<¡ dr rogrnontor.
= 1 2 + ó = l E c m

Por taoarnc do fütágorot.

-= { t + 4 - 3 6  = G = l o r 3 9
luego A^. .o= ñF.EF = lg . lqrsg = lg7rO2 ¡

Ixot¿c Elt LA crRcrrrFERENcrA

El lngulo que t i rne su vér t ice en e l  centro de l ¡  c l r_cunfrrenci¡ se l l¡n¡ ^t1^rú- ar.t1a,C (f ig. SB) y el lnguloque t iene su vér t ice ¡ rn la  c i rcunferencia y los l ¡do¡  l ¡intcr¡¡c¡n 'n otros dos puntos se llaoa Aao,rc u.ác/.¿re enl r  q i rcunferencia.

a Le enpl i tud de todo
del  ángulo centra l

o

A^.Eot ,9o ¡gt .rr
t

ángu lo  i nsc r i t o  es  i gua l  a  l ¡  m i t ¡d
(arco)  que le corresponde ( f ig .  Sg,

ú1Atar,,J/.o ¿EñfEAt
e , ÍlÉttLo tse(nño

F i g .  3 A

p"f'T

F i g .  J 9

c

B5



Todo ángu lo  cent ra l  o  inscr i to  en  una c i rcun{erenc ia  de-

te rminá  un  erco  YrPor  tan to ,  una cuerdar  luego s i  dos  áA

gu los  cent ra les  o  inscr i tos  son igua les  lag  cuerdas

cor respond ien tes  también  lo  son y  v iceversa  ( f ig .39  y  40)

S i  un  ángu lo  es tá  inscr i to  en  un  d famet ro  ( la  rnayor  de

t o d a s  l a E  c u e r d a s )  e s t e  á n g u l o  n i d e  9 O o  ( f i g .  4 1 ) .

tr
E n l

¡stá

cr¡r¡f

a

c
c¡ lc

Res(

IAog=lcao
f)= l)

S =Zb

F i c .  4 0

lTjenrTo7l

En lr flgurr {€ las

i i F y E r o n l g q r l e s ,
,\

C¡lcr¡l¡ AC .

B : ú ú P t P
t ' Ú

cr¡grd¡s

.Q . ee"

9or ..t Lo¡ cr¡or&¡ Ar Y rc lguotcr '

3600 gorqqa .atoa crcoa auñoñ r¿rg ctr-

cun fo ronc i c  comPLo tc '

s600

s6oo- 1960

1ó4o t

8ó

tf
En

G¡!

Pfr

Rr¡olución
^

B C - A B -

A B + B C +

98o+ 98o+

gBo

A C -

A C =

A E -

A t r -

Rr

d

d

F i q .  4 t



fffi'pG-E-l
En la flgur'a 431 el ¿ ACB

e s t á  l n s c r l t o  e n  l a  c l r -

cunferencla de centro O

z ACB . 35o

OB .¡- AC

c¡lcula ¿ OAD

F i g .  4 3

Reso luc ión

¿ A c B = . y t

¿ AOB = 2.2 ACB

¿ AOB = 2.350

z AOB = 7Oo

por rotccióñ .ñtra
t n a é r L t o .

ángulo coñtrcL

Como OB r  AC el  A OAD es rectángulo en D,  luego

^¿ AOB + Z OAD = 9Oo por .r¡mc do ángutor ogudor do

7oo +  z  oAD = goo 
un  t rüángu lo  roc tángu lo '

¿ O A D = Z o o  I

l-5ertrplnoToTl
En la figura 44 las recü¡ls AQ y 8Q son tangenües a 1¡ clr-
c¡¡¡fererrcla de centro o en los pr.rrtos A y B. $ G . A,
prucba quer Ád. ñ

Resol ución

d A r f f i l  p o ¡ q u .

o E T E E J  o n r t

Flg.  4

l o d o  t c ñ 9 . ñ t .  . a  p . ¡ g o n d i c u l o , ¡
p u ñ t  o  d a  t  a r r g a ñ c  L  q ,  .

c L  r o d t o

87



l u e g o  l o s  t r i á n g u l o s  O @ A  y  O O B  s o n  r e c t á n g u l o s  e n  A  V
respec t i  vamente .

a  =  l ?  
P o r  a . r  á n g u t o a  c . n t r o t o ¡  q u .  t i o n o n  q r c o a

L 9 q d L a a .

B
5. Der

t r

6 . En

tor

ad '

vét

a l 1

ha l

5 1  i

Dat

f i r

P l i

entonces ÁE = ff i  s€in d (punto

É E = E E s e n B
pero como a = O entonces sen cr =

7 '

( f i 9 .

2€| del l . lemento)

sen p ,  por  tan to ,  ÁC[  =  EE
como se  quer fa .  ¡

o t r a  v l a  p a r e  r e s o r v e r  e l  e j e n p r o  a n t e r i o r  e s  u t i l i z a n -

d o  l a  i g u a l d a d  d e  t r i á n g u l o s  q u e  t r a t a r e n o s  e n  e l  s i g u i e n -

t e  e p l g r a f e .

E j e r c i c i o s  ( e p f g r a f e

l . S i z A O C = ¿ F , O D 45) .  P rueba  que :  c r  =  p

c

F i e . 4 5

2.  En un par  de ángulo:  adyecentes,  uno t iene c inco veces
le  aap l i t ud  de l  o t ro .  I nd i ca  g , , a ¡ f 6  n ide  cada  uno .

3 .  C ¡ l c u l a  l a  a m p l i t u d  d e  l o s

á n g u l o s  d e  l e  f i g u r a  4 6  r a -
4 t

br rndo que O er  o r igen co-

nün de  leg  t re ¡  ¡emi r rcc -

t a r  d a d ¡ E .

F i c . 4 6

E n  l a  f i g u r a  4 7 ,  s i :

^  5 a + 8 O o
O = - - t .  c a l c u l a

a r 0 t f Y e

F i  s .  47

BA

7 .

0

a .

8.  En

a f

9 .  S t

l l



5 . Demuestra que si dos ángulos

t r i ces  son perper ¡d icu l  a res .

E n  l a  f i g u r a  4 8 ,  d e t e r m í n a

todos  los  pares  de  ángu los

adyacentes, opuestos por el

vér t i ce ,  cor respond ien tes ,

alternos y conjugados que

h a y  y  c a l c u l a  s u s  a m p l i t u d e s

son adyacentes ,  s t ¡s  b isec-

6 .

s i :  ¿  3  =  ó O o

7 .  D a d ¡  l a  a o p l i t u d

f igura  49 ,  donde

p l i t u d e s  d e  l o s

F i g . 4 8

de l  ángu lo  dob lemente  marcado en  la

AB |  |  CD y  F IN secante .  Ca lcu la  las  am-

res tan tes  ángu los  seña lados .

€ l .  En  l a  f i gu ra  50 ,

a ,  f ? t  l t  €

F i g . 4 9

A B  f f  D E r  C B  l l  F 6  Y  ¿  B  =  4 5 o .  C a l c u t a :

9 . s r  A B  l l  c o  + i g u r a  5 l '

¿ ADC = 4oo.  Ha l la  a  ,

F i g . 5 0

A E :  b i s e c t r i z  d e l z B A D y

a9


